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1. 
ten x, y en z cartesische coordinaten zijn, zodanig gekozen, 
dat het x-y-vlak samenvalt met het horizontale aardopnervlak, en de 
z-as loodrecht naar beneden is 
situatie, waarin de ~unctie 
aangeeft. De grondwaterstromi 
➔ Q = k div 
' 
gericht. Beschouw een stationnaire 
x,y,z de druk van het grondwater 
wordt dan gegeven door 
waarin k = k x,y,z de z.g. doorlaatbaarheid is. 
Neem nu aan, dat de bodem is opgebouwd uit door horizontale vlak-
ken gescheiden homogene lagen, die afwisselend goed en slechts door-
laatbaar zijn veelal aa.ngeduid met zandlaag resp. leemlaag - Men 
kan aantonen, dat de grondwaterstroming in deze lagen in goede bena-
dering horizontaal resp. verticaal zal zijn gericht. Dit impliceert, 
dat x,y,z 
Zij de 
in deze 
bovenste 
la.gen ona.fhankelijk is van z resp. van x en Y• 
laag een za.nd laag. We numme ren de lag en als in 
de volgende figuur. 
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met 
wordt de stroming in deze laa.g gegeven door 
o, Q 
z 
k'. J 
Gewoonlijk stelt men hierin 
C • 
J 
Wanneer 
d. 
k •.. • 
J 
. x,y 
·-1 x,y 
___ ...,....,, --
d. 
J 
• 
hee~t, dan gee~t de continuiteitsvergelijking voor deze laag 
+ • 
D. 
J 
2. 
Voor j 
gelijking 
0 wordt • als gegeven :functie van x en y aangenomen. Ver--
1 behoeft dus voor j ... 0 niet te gelden. Indien de func-
ties 
qll • I 
at • 
j ... , 0,1,2, •.. 
dan kunnen we l 
uitsluitend functies zijn van 
schrijven als 
d 
met 
ol.. . 
J 
1 
2 + 
l 
We zullen ook 
d 
d 
en 
het geval toelaten, dat in 
. .. 
z1Jn van • 
j .+l j-.. 1,2, .•. 
de grootheden o( . J en 
Probleem A. Laa.t N een geheel getal ~ 1 voorstellen en zij 
= CC) • 
' 
CN+l 
Wegens 
. N+l 
hebben we 
0 
Laten verder en j 
zij O x,y ··- 1. Van een verticale, aan de onderke.nt afgesloten buis 
tot de tweede leemlaag, is het deal in de 
nulde za.ndlaag, resp. eerste leemlaag ondoorlaa.tbaa.r, terwijl het 
deel in de eerste zandlaag een poreuze wand heeft. Uit deze buis 
worden de functies · . x,y j .... 1,2, ••• ,N). 
J 
De gegeven situa.tie blij:ft invariant bij draaiingen om de Z•·•·as 
en dus ook de gezochte~~--- j = welke 
a.fgesloten buis rust op de eerste leemlaag heeft voor 
uitwisseling van water plaats door de eerste leemlaag. 
gelden dus de volgende differentiaalvergelijkingen 
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• j . j+l 
onderzijde 
f r 0 geen 
oor - ~r 
1 $t 0 
· j=3, 4, •• ~ ·. 
Wegens N = O hebben we hier N-1 simulta.ne differentiaalvergelijkin--• 
• gen in de N-1 onbekende functies .. · 2' ... ' 
Voor door de 
• 
zodanig te bepalen dat de volgende voorwaa1"l,den zijn vervuld: 
1. Voor > 
2. Voor 2' . .. ' 
systeem 2 • 
N aan het systeem 5. 
3. zijn de :functies 
differentieerbaar. 
4. De volgende randvoorwaarden zijn vervuld 
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·-
2TI D 1 
j 
lim 27t 
-.o 
. . 1 
D. 
J 
.... ,. voor 
d. . 
0 j 
j ·-•· 1, 2 , ••• , N 
... r 
0 
2, ••• , N 
Hierin houdt 7 in, dat per tijdseenheid een hoeveelheid water Q0 
wordt opgenomen dgor het poreuze deel van de buis. Analoog drukt 
8 uit dat de hoeveelheid water, die per tijdseenheid wordt opge-
en straal · gelegen in de 
tot nul nadert immers het 
volumen van die cylinder nadert eveneens tot nul. 
Men kan bewijzen, dat het systeem ~uncties l 
door bovengenoemde voorwaarden eenduidig bepaald 
kan men dit systeem expleciet aangeven. Een voor 
deri _ van dit systeem verkrijgen we, wanneer we 
1. Voor > 0 voldoen l' • .. ' 
, ... , 
wordt, 
·-.)ro 
en zel:fs 
goede bena· · 
aan de :functies 
2 • 
2. De randvoorwaarden 6 ., (?' en 8 zijn vervuld, waarbij 
nul te laten naderen: 
• d 
7' lim 2T< 
We zullen ons nu verder beperken tot de oplossing van dit laat••· 
ste eenvoudiger probleem. 
Stel nu 
9 j 1 
Dan is 0 ". 0 
.• 
i 1$ i EM ·, ~ + 1 
• 
-
• J 
en 2 word~ nu voor j =· 
• J j-1 
0 1 1,2, ••• ,N 
l,2, ••. ,N 
terwijl de randvoorwaarden 6, • overgaan in 
11 lim j C 0 
➔ 110 
d 
12 lim qo d t 1 C 
... 0 
d • 
13 lim 0 j .,1 2,3, •.. ,N 
➔O 
met 
z1· J nu L de opera.tor 
15 L 1 d ( d HI • 7 It Ill d d 
Mita we O ... 0 stellen, 
• J j-1 • J . j+l) 
' 
-- • J • J 
C 
·+1 ~, ....... 
, <"j4 • ,. ~ •. • ~ .J. 
.. '-' ~ 
r 
• 
• waarin wege ns geldt, ,.,,., 0 • 
1 N 
correspondeert met de operRtor L de volgende lineaire transforrnatie 
(16 
de 
1 o( + 1 
N-1 
Deze correspondentie 
2 
·-
houdt in, dat de 
N-1 + (.)( N N 
operator L toegepast op 
16) getransformeerde vector 
voorstelt. We zoeken nu een lineaire combinatie 
·-
van de funct ie s 1 , ••. , . · 
consta.nte · , dat L o'fwel 
. ' 
waarin 11 
voor • 1. 
0 
17) 0 
• 
0 =' 
I 
,•· 
~ 
.•• 
+ 
L 
door 16 
1, ••• , N 
1 
,. 
1 . 
1+ ••• + N· N 
wordt gegeven. Hieraan wordt voldaan 
ofwel wegens 16 wanneer geldt 
II M 
• 
• 
N 
Dit syst~em van N hom•gene lineaire vergelijkingen heeft dan en 
• 
• 
' 
slechts .•·dan ee n van nul verschillende oplossing, wanneer I een wor-
tel is van de volgende vergelijking 
l 0 t • 0 
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1 • t 
' 
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• I 0 
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t){ • t N 2 • N N 
• 
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Een wortel heet eigenwaarde van de door 16 gedefini-
eerde trans£ormatie 
heeft het stelsel (17 
• Wanneer . . een e igenwaarde van OL is, dan 
minstens een van nul verschillende op1.ossing 
• 
19 
• J 
0 • J l,2, ••. ,N 
• 
• 
• 
• J 
0 j · - l , 2 , • ~ • , N-1 ; N 0 
en met behulp van 19 zullen we nu a.ahtonen, dat alle wortels van 
18 positief 
We stellen 
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0 
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.. 1 9......_ 
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en verschillend 
voor k 1, 2, ••• 
., 
• 
• 
a: 111 n ■ rt L I 
... 
··- 0 
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0 rs d# 
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Ontwikkelen we deze determinant na.ar de laatste rij dan volgt voor 
k = 1,2,3, ••• ,N 
0 en ':f •·· 1. Nu hebben we wegens 21 voor 
0 
k .. ,. 1, 2, ••• , N 
0) .. 
~ 0 k "'"' 1 • 
ivegens f: 
0 0 en 19 volgt met volledige inductie 
' Met 
en dus 
(23 
f: -·•· 1 volgt ui t 
0 
-£ 0 k· .. ·l 
We bewijzen nu 
• • • 
en 
0 
>o l"!t 
Theorema Voor k 1,2, ••• ,N heeft het polynoom van 
f ( k verschillende, positieve nulpunten 
' 
1,2, •• ,N) 
1, 2, ••• , N 
k •-· 1, 2 , • • • , N) 
de de k graad 
zodanig dat de nulpunten van opvolgende polynomen elkaar scheiden 
d.w.z. voor k ··-· 2,3, ... ,N geldt 
k,k 
OR~· Onder Sgn x zullen we verstaan 
Sgn x + 1 
0 tt X =0 
1• 111 1 ,, X ( 0 
~~~~js. Vooreerst merken we op 
k gelijk is a.an • Dit 
··• l k 
dat de term van de hoogste graad in 
impliceert, dat 
Wanneer we (21 nog eens opschrijven met k+l in plaats van k, dan 
komt er 
1 • 
• 
Hieruit en uit volgt voor een nulpunt k, rn • • 
k,m Sgn 
egens 1 volgt 
1,1 
1 
nu uit 
-1. 
erder is wegens 23 en 25 
olynoom va11 de tweede graad 
• prec1.es 
26 , dat 
k,m 1, •.• , N-1 • 
een posi tie:f 
' 
+ ~ ·· + l. He~c 
precies twee verschil--,, 
' 
met 2,2 
0~ 2,1 
' 
2,2 • 
De beweri _ van het theorema is dus reeds bewezen voor k = 2. 
ij k een geheel getal met 2 ~ k · · N-1 en neem aan, dat de bewering 
~n het theorema geldt wanneer hierin 
eheel getal h met 2th$ k. 
k wordt vervangen door een 
volgt uit de inductieveronderstelli 
24 
ot. 
-1 k,2 
fwel 
k,m 
egens 26 volgt hieruit 
.... 
k,m 
erder hebben we 
heef't 
k,k 
m 1,2, ••. ,k • 
m 1,2, •.. ,k • 
resp. 
I 
Dus 
k+l e 
nul 
iunten waarvoor de ongelijkheden 24 gelden, wanneer we hierin k 
, I . 
. oor k+l verva~en. Wegens het principe van volledige inductie is 
Liermee de stelling bewezen. 
I 
Deor toepassing van het theorema voor k = N vinden we dat de 
van 
·--------
, 
Deze eigenvector wordt door 
We doen een bepaalde keuze; 
bekende grootheden. 
17 slechts op een factor na bepaal<J ~ 
( ~) . ~ 
lineair ona:fhankelijk, waaruit volgt 
1 
1 
N 
1 
Stellen we 
• w,, 
-
dan • 1S wegens 
29 k 
..... 
k 
1 
15 
d2 
A I 1 
d 
k 
2 
1 
N 
. N 
N 
0 
1 + ••• + 
1 + d k .k 
o. 
deze eigenvectoren 
(k 1,2, ••• ,N 
k 1, •.. , 1' 
Als wertel voorstelt uit de positieve eigenwaarde 
•• 
k 
we.arin 
en 28 geldt 
0 lim k 
I Ii,_ lim 
O< ..... 00 0( ........ 
Dit is slechts mogelijk voor 
k 
n 
2 i 0 (i 
1,2, .... ,N 
11 
Jh I ' 
• k 1 • k 1,2, ••• ,N 
-ti 7 1111 
k ., .. ,., l. 2 N di :rr- -
, ' ... ' 
• waarin 
0 
X 
• 
de Hankelfunctie van de eerste soort en nulde orde, 
constante voorstelt. Dus en wa.a.rin ak een 
30 / k k 1,2, ••• ,N 
1" 
waarin de z. g. Engelse functie = -- ix 
monotoon naar nul a.f'nemende positieve functie is,, waarvan ui tvoerige 
tabellen beschikbaar zijn. 
Hiervoor geldt ondermeer 
31 d X 1 i X 
en o..t-
2m+l 1 z 32 Kl X + ·. log z m+l m+2 m! m+l ' z •
~ .. ., 
met l 
m+l 1 + ' + + • • • 1P •• m 
waarin de constante van Euler voorstelt · vgl. Watson, Bessel 
functions, blz. 80. Uit 30, · 31 en 32 volgt 
33 -- = ,. k ··- 1,2, •• ,N 
-,10 
Verder geldt wegens 8 en 28 dat 
34 
Ntl 
lim d 
.. di 
hetben we wegens 
lim 
.,..0 
d 
d 
k 
.. . 
1 
12 
l = 
dan volgt uit 33 en 34, dat 
en dus wegens 30 dat 
i k k 
d 
d 
+ k 1 
1, ••• , N 
k ·· 1, ••• ,N 
1, ••• , N 
Wegens 27 heeft het stelsel vergelijkingen 28 een e enduidig 
bepaalde oplossi- van de vorm 
36 
.. 
waarin 
36 
(37 
• J 
b. k J , j,k 1, •.. , N 
1, ••• , N 
bekende getallen zijn. Met 
k 
1 k 
volgt uit 
1, ••• , N 
waarmee de ~plossing van het gesteli() probleem is gevanden. 
---
ofwel 
2 
2. Vergelijking 18 w01·dt nu 
' 
. o/ + 
1 2 +- 1 
0 
0 2 . ,.. 
• 
met als wortels 
2 
2 
Vervolgens bepalen we de grootheden 
responderende verg_elijkingen 
k 
1 2 
+ 
Als •plossing kunnen we neme n 
k 
l 
en 28- wordt nu 
l 
I IP en 
tr • 
k) 
2 
k 
2 = 0 
(k 
2 
uit de met 17 
k = 1,2 
'.. 0 
= 1,2 
en de met 36 overeenkomende oplossing van 41 is 
1 C 11 . 1 + 12 2 
41 
2 21 1 +· 22 2 
Voor de oplossing 37 vinden we nu 
1 . 
2 
42 en 
•• 1 2 ·, .. • 
·2 qo 
• 1 1 
77 • 
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1 
2 1 
2 2 
1 2 
1 
·1 
1 
1 2 Al 
1 + 
c,( 2 "'"' 
+ 
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1 2 
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2 
l 
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2 
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De combinatie vro1 de 'f ormules 3 , 9 , 14 , 39 en 42 gee~t 
voor N .. , 2 de oplossi van het gestelde probleem. 
obleem B. 
x y als 
. 0 ' 
0 
~~ten Ren h positieve 
volgt gegeven 
constanten voorstellen en zij 
x,y = l + h 
1 
voor 
voor 
R 
R • 
Laten verder 
stel nu 
1 
.. . d 
2 
voor 
voor 
Gevraagd wordt de oplossing 
differentiaalvergelijkingen 
d 2 
=0< . 
1 1 
d 
d 
zodanig 
2 
2 
I ·; 7 I d ' • I 
at de functies ) en 
11. 
positieve constanten zijn, en 
van het tweetal simultane 
. 2 voor 
differentieerbaar zijn en voldoen aan de randvoorwaarden 
lim .. 
. ➔ ao J 
.. 
J 1,2) 
. 0 
d 0 
• 
J 1,2) 
q~~- Dit probleem correspondeert met het geval dat de derde leemlaag 
grondwaterdruk 1 el kunstmatig met een bedrag h wordt verhoog1 
e 
• 
bijvoorbeeld een 
en 
verschillende constante waarden aan. 
We stellen nu voor j 
1 
. x) 
J 
1 
Dan volgt uit 
1 1 d 
+ d d 52 
d 
___ 2_ + 1 
1,2 
h 
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oi 
1 1 
voor · 
+ 1 ' 
c 1 neemt voor ~Ren 
als . R 
als R 
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. 0 
x .,,.. 0 en 
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Ii II 
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· lim . 
... ~ J 0 j 1,2 
d · . 0 
I 10\JI 
d 
0 j 1,2 
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Beperke:1 we ons vooreerst tot het geval, da.t 
waarden 
stellen we 
.. 
1S 
1,2 
1 positieve constante. Ana 
dl+ 1 
2 . . 
2 + 
----·---
2 
.l. r::: • 
• 
< R; voor deze 
oog met 39 
en overeenkomstig met de vergelijkingen 28, 29 en 40 vol 
dat de :functie 
k . k ' 1 + k -· 1,2 
• 
voor '( R voldoet aan de dif'ferentiaalvergelijking 
d k 1 k 56 + 2 d k ~k d 
• 
. 
I d. 
k 0 In verband met 54 55 hebben 0 en wegens 56) en we df 
volgt du3 voor ( R • f 
• 
57 k k 1,2 
• 
• l.X X de nulde Besselfunc~-
tie voorstelt. 
Lost men uit de vergelijkingen 55 
wegens 51 en 57 voor < R 
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1 1 
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61' 62 en ·53 lost men. Uit de vier vergelijkingen 60, -
l. f_ 
en 5 de oplossing van probleem B. 
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